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$Im$ Jahre 1888 machte ich als junger Privatdozent von Konigsberg
aus eine Rundreise an die deutschen Universitaten. Auf meiner ersten
Station, in Berlin, $h\ddot{o}\hslash e$ ich in allen mathematischen Kreisen bei jung
und $alt$ von der damals eben erschienenen Arbeit Dedekinds,, Was sind
und was sollen die Zahlen¿‘ sprechen -meust in gegnereschem Sinne.
Die Abhandlung ist neben der \"Untersuchung von Frege der wichtigste er-
ste tiefgreifende Versuch einer Begrundung der elementaren Zahlenlehre.
Etwa zu gleicher Zeit, also schon vor mehr als einem Menschenalter, hat
Kronecker eine Auffassung klar ausgesprochen und durch zahlreiche Bei-
spiele erlautert, die heute $im$ wesentlichen mit unserer finiten Einstellung















Dedekind Begr\"undung der einfachsten Wissen-
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,, Was sind und was sollen die Zahlen’;” ist in zwei Richtungen bahn-
brechend geworden, fur die Grundlagenforschung und fur die axiomati-
sche Mengenlehre. Auf die Bedeutung fur die Grundlagenforschung hat
(2)
1908 [18]






erst neuerdings Hilbert wieder hingewiesen (Math. Ann. $\iota 04$); eine ein-
gehende von E. Zermelo stammende Analyse der Schrift findet sich in
dem Nachmf von Landau (Gott. Nachr. 1917). Wie stark die axiomati-
sche Mengenlehre durch Dedekind $beeinflu\beta t$ ist, zeigt ein Vergleich mit
den Zermeloschen Axiomen (Math. Ann. 60), die teilweise direkt aus den
,,Erklarungen “ Dedekinds (\S 1 der Schrift) ubernommen sind. $Daf!$ dabei
das,,Axiom des Unendlichen” postuliert werden muflte, $da$ der Beweis-
versuch Dedekinds (66) auf dem widerspruchsvollen Begriff der,,Men-
ge alles Denkbaren” beruht, ist bekaunt; ebenso, dafl in die Dedekind-
schen Uberlegungen das Auswahlpostulat hineinspielt (159). Auch der
zweite Zermelosche Beweis des Wohlordnungssatzes kann als eine \"Ubert-
ragung des hier gegebenen Beweises fur die Moglichkeit der vollstandigen
Indnktion auf die tmnsfinite Indnktion angesehen werden; dabei mufl-
te allerdings $im$ Tmnsfiniten schon hier das Auswahlaxiom den ubri-
gen, von Dedekind implizit benutzten Axiomen zugefugt werden. Dedekind
konnte es fur die gewohnliche vollstandige Induktion umgehen, dadurch,
dafl er die in die Definition des Unendlichen eingehende Abbildung zur
Verfugung hatte. Der \"uber den Beweis” durch vollstandige Induktion
hinausgehende Satz von der,,Definition” durch vollstandige Induktion
(126) ist fur das Transfinite scharf herausgearbeitet bei J. $v$ . Neumann
(Math. Ann. 99). Der Satz findet insbesondere Verwendung in der Alge-
bra unendlicher Bereiche, entsprechend wie Dedekind die Rechnungsre-










21. Erkl\"amn$g^{*}$). Unter einer Abbddung $\varphi$ eines Systems $S$ wird ein Ge-
setz verstanden, nach welchem zu jedem bestimmten Element $s$ von $S$
ein bestimmtes Ding gehort, welches das Bild von $sheif!t$ und mit $\varphi(s)$
bezeichnet wird,$\cdot$ $\ldots$ (Dedekind(4), [3]).
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[3] (a) $X$ 1
(b) Dedekind witness
$f$ : $Xarrow X$ $x\in X\backslash f[X]$
$\{x\}$ $f$ closure $N-$ (,,einfach unendliches
System“) (c) $N$ ( 1 )
(d) $1=x$ ($0=x$ !), $n=f(f(\cdots(f(x)\cdots)\vee\vee$
$n-1$ times $n-1$ times
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Welchen Nutzen aber die wenn auch nur begriff iche Unterscheidung
von reellen $Zahlgr\dot{c}iflen$ noch hoherer Art gewahren wird, vermag ich gem-
de nach meiner Auffassung des in sich vollkommenen reellen Zahlgebietes










Als ich vor etwa acht Jahren aufgefordert wurde, die damals schon
vergriffene zweite Auflage dieser Schrift durch eine dritte zu ersetzen,
trug ich Bedenken, damuf einzugehen, weil inzwischen sich Zweifel an
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In der hier vorliegenden Arbeit gedenke ich nun zu zeigen, wie sich die
gesamte von G. Cantor und R. Dedekrind geschaffene Theoree auf einige
wenige Definitionen und auf sieben anscheinend voneinander unabhangi-













$\mathcal{H}(\omega)$ $N$ PA (1
)
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vielmehr habe ich in \S 3 meiner Schrift verschiedene Grunde an-
gefuhrt, weshalb ich die Einmischung der $mef!baren$ Groflen ganzlich ver-
werfe, und namentlich am Schlusse hinsichtlich deren Existenz bemerkt,
$daf!$ fur einen $grof!en$ Teil der Wissenschaft vom Raume die Stetigkeit sei-
ner Gebilde $gar$ nicht einmal eine notwendige Vomussetzung ist, ganz ab-
gesehen davon, dafl $sie$ in den Werken tiber Geometne zwar wohl dem Na-
men nach beil\"aufig erwahnt, aber niemals deutlich erklart, also auch nicht
fur Beweise zuganglich gemacht wird. Um dies noch naher zu erlautem,
bemerke ich beispielsweise folgendes. Wahlt man drei nicht in einer Gem-
den liegende Punkte $A,$ $B,$ $C$ nach Belieben, nur mit der Beschrankung,
dafl die Verhaltnisse ihrer Entfemungen AB, $AC,$ $BC$ algebmische $*$)
Zahlen sind, und sieht man $im$ Raume nur diejenigen Punkte $M$ als
vorhanden an, fur welche die Verhaltnisse von AM, $BM,$ CM zu AB
ebenfalls algebmische Zahlen sind, so ist der aus diesen Punkten $M$ be-
stehende Raum, wie leicht zu sehen, ubemll unstetig; aber trotz der Un-
stetigkeit, Liickenhaftigkeit dieses Raumes sind in $ihm$, so viel ich sehe,
alle Konstruktionen, welche in Euklids Elementen auftreten, genau eben-
so ausfuhrbar wie in dem vollkommen stetigen Raume; die Unstetigkeit
dieses Raumes wurde daher in Euklids Wissenschaft $gar$ nicht bemerkt,
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(126) J. v. Neumann (Math. Ann. 99)
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